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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ  
НА ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЕ ИЗ БИИЗОТРОПНЫХ МАТЕРИАЛОВ 
Разрабатывается методика решения задачи дифракции плоской электромагнитной волны на 
слоистой структуре, расположенной на плоской магнитодиэлектричесой подложке. Слои могут со-
стоять из произвольных биизотропных материалов. На примерах слоистых структур и покрытий из 
материалов с киральными свойствами показывается точность и эффективность методики и реали-
зующих ее программ. Приводятся результаты моделирования электромагнитных свойств слоистых 
структур из материалов с нулевыми диэлектрической и магнитной проницаемостями. 
Введение 
Исследования в области взаимодействия электромагнитного излучения со структурно не-
однородными средами привели к разработке целого спектра материалов, обладающих новыми 
уникальными электромагнитными свойствами. К ним относятся композиты, метаматериалы, 
фотонные и электромагнитные кристаллы [1–5]. Для их внедрения в практику необходимо ис-
пользовать методы математического моделирования электродинамических задач, позволяющие 
оптимально учесть электромагнитные свойства материалов. В связи с этим разработка методов 
решения краевых задач дифракции электромагнитных волн на объектах, в состав которых вхо-
дят слоистые структуры из биизотропных материалов, является важной и актуальной задачей. 
Статья развивает методики, изложенные в [6–9], и посвящена решению задачи рассеяния 
плоской электромагнитной волны с произвольными поляризацией и направлением распростра-
нения поля на структуре, расположенной на магнитодиэлектрической подложке. Под магнито-
диэлектрической подложкой понимается однородное материальное полупространство с ком-
плексными диэлектрической и магнитной проницаемостями. 
1. Постановка задачи 
Рассмотрим полупространство ( )2D z h>  с поверхностью ( )2 ,z hΓ =  заполненное магни-
тодиэлектрической средой с комплексными диэлектрической 0rε = ε ε  и магнитной 0rμ = μ μ  
проницаемостями. На плоскости 2Γ  размещено плоское слоистое покрытие ( )0D z h< <  тол-
щиной ,h  состоящее из n слоев ( )1s s sz z z +Ω < <  с толщинами 1 ,s s sz z+Δ = −  1, ,s n=   
1 0,z =  1 ,nz h+ =  
1
.
n
s
s
h
=
= Δ∑  Слои sΩ , ограниченные плоскостями ( ) ( ) ,s sz zΓ =  
( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 11 1 2,s nsz z+ ++Γ = Γ = Γ Γ = Γ , заполнены биизотропными материалами с электромагнит-
ными комплексными параметрами , , ,s s s sG Zε μ , где ,s sε μ  – диэлектрические и магнитные 
проницаемости; ,s sG Z  – параметры киральности слоев. Из полупространства ( )1 0D z < , запол-
ненного средой с параметрами 0 0,ε μ  (вакуум), на покрытие D падает плоская электромагнит-
ная волна 0 0,E H  с временной зависимостью ( )exp i t− ω  [10, с. 96]:  
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 10 0 0 0 0 0 0, ,A B h A B− − − −= + = +E W W H W W                                      (1) 
где ( ) ( ) ( )10 2 1 1 2 0expx yi i x i y v z= α −α α + αλW e e∓ ∓ ; 
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( ) ( ) ( )2 00 1 2 1 2 0
0
1 expx y z
iv i x i y v z
k
⎛ ⎞= α + α + λ α + α⎜ ⎟λ⎝ ⎠W e e e
∓ ∓ ∓ ; 
2 2 0
0 1 2 0 0 0 0
0 0
1 ; sin ; ; 377;h k k Z
iZ c
μω= λ = α + α = θ = = =ε  
2 2
0 0 0 0cosv k ik= λ − = − θ ;  
ω  – круговая частота поля;  
A, B – произвольные комплексные амплитуды поля;  
,sincos 0001 θϕ=α k  ,sinsin 0002 θϕ=α k  00 2≤ ϕ < π , 0 0 00 ; ,2
π≤ θ < θ ϕ  – сферические 
углы направления распространения первичного поля. 
Обозначим: 2 2,E H  – поле в области 2D ; 1 1,′ ′E H  – отраженное поле в области 1D ; 
1 0 1 1 0 1,′ ′= + = +E E E H H H  – суммарное поле в 1D ; ( ) ( ),s sE H  – поля в областях sΩ . 
Ставится задача дифракции плоской электромагнитной  волны 0 0,E H  на подложке 2D  с 
многослойным покрытием D из композитных материалов. 
Краевая задача дифракции. Для заданного первичного плоского поля 0 0,E H  (1) требуется 
определить поля 1 1, ;′ ′E H  2 2, ;E H  ( ) ( ),s sE H , которые удовлетворяют уравнениям 
1 0 1 1 0 1rot , roti i′ ′ ′ ′= ωμ = − ωεE H H E    в 1D ; 
( ) ( ) ( )( )rot ,s s ss si Z= ω μ +E H E   ( ) ( ) ( )( )rot s s ss si G= − ω ε +H E H    в sΩ ;                      (2) 
2 2rot i= ωμE H ,  2 2rot i= − ωεH E    в 2D , 
граничным условиям на плоскостях ( )sΓ  
( )( )11
0
0,
z
τ τ =
− =E E ( )( )11
0
0;
z
τ τ =
− =H H  
( )( )2 0,n
z h
τ τ =
− =E E ( )( )2 0;n
z h
τ τ =
− =H H                                            (3) 
( ) ( )( )1 0,
s
s s
z z
−
τ τ =
− =E E ( ) ( )( )1 0, 2,
s
s s
z z
s n−τ τ =
− = =H H , 
и условиям на бесконечности. 
Отраженное поле в области 1D  отыскивается в виде плоских волн: 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 11 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0,x y h x y+ + + +′ ′= + = +E W W H W W .                                (4) 
В результате решение краевой задачи (2), (3) сводится к определению амплитуд 11, yx  поля (4). 
2. Алгоритм определения отраженного поля 
На основании методики работы [7] вычисляется матрица 
11 12 13 14
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ˆ .
c c c c
c c c c
c
c c c c
c c c c
B B B B
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Строятся матрицы 
11 12
21 22
ˆ ,
l l
L
l l
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
     11 12
21 22
ˆ ,
m m
M
m m
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
      11 12
21 22
ˆ ,
n n
N
n n
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
      11 12
21 22
ˆ q qQ
q q
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
, 
матричные элементы которых выражаются через элементы матрицы ( )ˆ cB : 
11 11 12 12 11 13 12 14, , , ,
c c c cl B l B m B m B= = = =  
21 21 22 22 21 23 22 24, , , ,
c c c cl B l B m B m B= = = =  
11 31 12 32 11 33 12 34, , , ,
c c c cn B n B q B q B= = = =  
21 41 22 42 21 43 22 44, , , .
c c c cn B n B q B q B= = = =  
Вычисляются матричный импеданс подложки  2D : 
2 2
1 2 10
2 2 2
2 1 2
,ˆ ,
,
r
П
kZZ
ik v k
⎛ ⎞α α −αμ= ⎜ ⎟α − −α α⎝ ⎠
 
2 ,r rk = ε μ    2 2 ,v k= λ −    arg ,2 2v
π π− ≤ <     0 ,v v k=    1 0 0 2 0 0cos sin , sin sinα = ϕ θ α = ϕ θ , 
а также вспомогательные матрицы размерности :22×  
ˆ cZ ( ) ( )1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ;П ПZ N L M Z Q−= − −  
( ) ( ) ( )
( ) ( )
11 12
21 22
ˆ ,
c c
C
c c
± ±
±
± ±
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
   ( ) ( ) ( ) ( )2 111 12 1 21 22 2
0 0
, , , ;c c c c
v v
± ± ± ±α α= = ±α = − = ±α  
( ) ( ) ( )
( ) ( )
11 12
21 22
ˆ ,
d d
D
d d
± ±
±
± ±
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
   ( ) ( ) ( ) ( )2 111 1 12 21 2 22
0 0
, , , .d d d d
v v
± ± ± ±α α= ±α = = ±α = −  
Амплитуды  отраженного поля (4) вычисляются с помощью формул 
1 0
ˆ ;R=X X                                                                    (5) 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )10 0ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,c cR C h Z D C h Z D−+ + − −= − − −  
(6)1
1 0
1
, .
x A
y B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
X X  
В случае когда подложка 2D  идеально проводящая, 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )11 10 0ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆR C h L MD C h L MD−+ + − −− −= − + + .                                        (7) 
3. Вычислительный эксперимент 
На базе описанной выше методики разработана компьютерная программа для расчета 
комплексных амплитуд 11, yx  отраженного электромагнитного поля (4) для слоистого покры-
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тия с произвольным числом слоев из биизотропных материалов при заданных режимах возбу-
ждения (частота, угол падения, поляризация). Методика и реализующая ее программа прошли 
комплексное тестирование при решении различных тестовых задач.  
В качестве тестового примера проанализируем взаимодействие плоской линейно поляризо-
ванной электромагнитной волны с одним плоским слоем из кирального материала с параметрами 
1 1, 0rε = , 1 5, 0 1, 0r iμ = + , 1 0,7χ =  ( 1 1 0rε = ε ε , 1 1 0rμ = μ μ , 1 1 0 0Z i= − χ ε μ , 1 1 0 0G i= χ ε μ ) на иде-
ально проводящей подложке 2D . Рассмотрен случай, когда вектор магнитного поля параллелен 
плоскости подложки (A = 0, B = 1). При построении графиков на рис. 1 использовались форму-
лы (5), (7). Графики соответствуют результатам, полученным в настоящей работе, а квадратные и 
круговые маркеры соответствуют результатам из [11]. Совпадение результатов, полученных неза-
висимо разными авторами, подтверждает адекватность разработанной в статье модели. 
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Рис. 1. Зависимости коэффициентов отражения поля от толщины кирального слоя: 
а) основная поляризация, R = 1y  ; б) кроссовая поляризация, R = 1x   
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Исследованию электромагнитных свойств метаматериалов с нулевыми значениями ди-
электрической и магнитной проницаемостей и ненулевым коэффициентом киральности посвя-
щен ряд работ [12–14]. Установлено, что материалы данного типа обладают важными для прак-
тического применения свойствами.  
Рассмотрим структуру из двух плоских слоев, толщины которых 1 2 1,5Δ = Δ = см, а ма-
териальные параметры 61 2 1 2 10r r r r
−ε = ε = μ = μ = ; 1 2 0,1χ = χ =  ( 0s srε = ε ε , 0s srμ = μ μ , 
0 0s sZ i= − χ ε μ , 0 0s sG i= χ ε μ , 1, 2s = ). Полупространство 2D  – вакуум. На рис. 2 показаны 
зависимости коэффициентов отражения по основной и кроссполяризационной компонентам 
электромагнитного поля от угла падения плоской линейно поляризованной волны. Расчеты 
проводились на частоте 10f =  ГГц, A = 1, B = 0 (вектор электрического поля параллелен 
плоскости подложки). На этом же рисунке изображены аналогичные зависимости для случая, 
когда коэффициенты киральности для двух слоев имеют одинаковые по модулю, но разные по 
знаку значения при равенстве всех остальных материальных параметров. Анализ результатов 
показывает, что изменение знака коэффициента киральности одного из слоев приводит к суще-
ственному расширению углового диапазона радиопрозрачности рассматриваемой двухслойной 
структуры. 
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Рис. 2. Угловая зависимость коэффициентов отражения для двухслойной структуры, ER = 1x , HR = 1y  
Рассмотрим возможность использования тонкого плоского слоя материала с нулевыми 
диэлектрической и магнитной проницаемостями и ненулевым коэффициентом киральности для 
согласования свободного полупространства 1D  с проводящим полупространством 2D . В каче-
стве проводящего материала будем рассматривать никель, проводимость которого 
71, 44 10σ = ⋅  (См/м), а магнитная проницаемость 600rμ = . Диэлектрическая проницаемость 
металла определялась по формуле [15] 
0
1 .
2r
i
f
σε ≈ + ε π  
На поверхности границы раздела сред разместим плоский слой, имеющий толщину 
1 1Δ = мм. Эффективные материальные параметры слоя 71 10r −ε = ; 71 10r −μ = ; 
1 0, 01, 0,001, 0, 0001χ = . Исследовалась зависимость коэффициента отражения от угла падения 
на частоте 5f =  ГГц для основной и кроссовой поляризаций. Использовались формулы (5), (6). 
Магнитная компонента падающей волны параллельна плоскости подложки (A = 0, B = 1). Резуль-
таты расчетов представлены на рис. 3.  
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Рис. 3. Угловые зависимости коэффициентов отражения поля для проводящего полупространства 
с киральным согласующим слоем: а) основная поляризация, R = 1y ; б) кроссовая поляризация, R = 1x  
Анализ результатов показывает, что использование согласующего слоя позволяет для ос-
новной поляризации существенно уменьшить уровень отражения плоской электромагнитной 
волны. Угловое положение минимума отражения зависит от коэффициента киральности. При 
отсутствии согласующего слоя коэффициент отражения равен единице практически во всем уг-
ловом диапазоне для плоской электромагнитной волны с произвольной поляризацией. 
Заключение 
Разработана методика и программные средства для расчета взаимодействия плоской 
электромагнитной волны с плоскослоистыми структурами из биизотропных материалов, рас-
положенных на границе раздела свободного пространства и магнитодиэлектрической среды. 
Для решения задачи дифракции использовались импедансные граничные условия на слои-
стых структурах. 
Проведено комплексное тестирование методики, установлена высокая точность и вычис-
лительная эффективность реализующих ее алгоритмов и программ.  
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Установлено, что слоистые структуры из материалов с нулевыми диэлектрической и маг-
нитной проницаемостями и ненулевым коэффициентом киральности могут использоваться в 
качестве высокоэффективных экранирующих, радиопрозрачных  и согласующих покрытий.  
Работа выполнена по заданию № 20110838 ГПНИ «Информатика и космос». 
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V.T. Erofeenko, S.V. Maly 
DIFFRACTION OF THE PLANE ELECTROMAGNETIC WAVE  
ON A PLANE STRATIFIED STRUCTURE OF BIISOTROPIC MATERIALS  
A technique of the solution of the problem of a plane electromagnetic wave diffraction on the 
stratified structure located on a plane magneto-dielectric substrate was developed. The layers may 
consist of arbitrary biisotropic materials. 
The accuracy and efficiency of the technique was demonstrated on examples of stratified struc-
tures and coats made from materials with chiral properties. Results of modeling of electromagnetic 
properties of stratified structures from materials with zero dielectric permittivity and magnetic per-
meability are presented. 
